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RWJMB. - On s’interesse ici aux solutions de l’equation de Burgers 
non visqueuse avec condition initiale a accroissements independants et 
homogenes, a sauts negatifs. On degage la notion de solution statistique 
intrinsbque de cette equation d’kolution et on montre qu’une famille 
(X (t); t 2 0) de processus de Levy homogenes est solution statistique 
intrinseque de l’equation de Burgers si et seulement si les fonctions 
exposants 11, (t, w) satisfont l’tquation : a,$ = i 4 d, $. L’Ctude de cette 
equation permet d’etablir l’existence d’une telle solution. Le cas d’une 
condition initiale brownienne est explicit6 0 Elsevier, Paris 

ABSTRACT. - We study here solutions of inviscid Burgers equation with 
a stochastic initial value with homogeneous and independent increments 
without positive jumps. We define the notion of intrinsic statistical solution 
of this evolution equation and show that a family (X (t); t 2 0) of 
homogeneous Levy processes is an intrinsic statistical solution of Burgers 
equation if and only if the exponent functions $ (t, w) satisfy the differential 
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432 L. CARRARO ET J. DUCHON 

equation: &li, = i 41 ?I,,: ‘(in. The existence of such solutions follows then 
from the examination of that last equation. The case of a brownian initial 
condition is made explicit. 0 Elsevier, Paris 

INTRODUCTION 

Une approche de la turbulence hydrodynamique consiste a chercher des 
solutions statistiques (i.e. a donnee initiale aleatoire) des equations regissant 
le mouvement d’un fluide. L’equation de Burgers : 

est consideree dans ce contexte pour son analogie avec celles de Navier- 
Stokes (E > 0) ou d’Euler (e = 0), malgre bien des differences. 

Les solutions de cette equation sont connues explicitement via la 
transformation de Hopf-Cole (voir [5]). Dans le cas non visqueux (E. = 0). 
cette technique est notamment utilisee pour analyser les solutions lorsque 
la condition initiale est aleatoire. Par exemple, Sinai [8] s’indresse au cas 
d’une condition initiale nulle sur R- et brownienne sur R+. She, Aurell 
et Frisch [7], a l’aide de calculs numhiques, examinent particulierement 
des conditions initiales du type browniens fractionnaires. NCanmoins les 
expressions obtenues se p&tent difficilement a des evaluations de nature 
probabiliste (moments, densite, loi du processus...). 

Formellement, si ~0 est une condition initiale aleatoire pour laquelle la 
methode de Hopf-Cole s’applique, si ‘u (t. .) est la solution de l’equation de 
Burgers avec condition initiale ue et si pLt designe la loi de ‘u (t, .), la famille 
(bt)t d e ro a 1 I es e mes sur un espace E de fonctions reelles d’une p b b’l’t’ d’fi . 
variable reelle, verifie pour toute fonction test ?I appartenant a l’espace D 
des fonctions de classe C” a support compact: 

i3 
-/’ at exp (1;(u, v)) d,ut (u) = 1: exp(i(u, ,u)) &+ (u). 

Compte tenu de l’invariance galileenne de l’equation de Burgers (comme 
de celles d’Euler ou de Navier-Stokes), nous definissons des solutions 
statistiques << intrinseques X> qui generalisent les solutions homogenes (i.e. 
invariantes par translation en la variable d’espace 2). 
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La premiere partie introduit les principaux outils probabilistes concernant 
les processus de Levy qui seront utiles dans la suite. Nous definissons 
alors dans une deuxibme partie les solutions statistiques et les solutions 
statistiques intrinseques de l’equation de Burgers et montrons comment ces 
dernihes generalisent les solutions statistiques homogenes. La section 3 
est consacree au resultat principal de ce travail, a savoir le lien entre 
processus de Levy homogenes de variance finie et solutions statistiques 
intrinseques. Cependant, de telles solutions peuvent faire apparaitre des 
fonctions a sauts positifs, done ne verifiant par les conditions d’entropie 
de Lax. C’est pourquoi nous montrons dans la quatrieme partie comment 
la classe plus restrictive des processus de Levy homogenes de variance 
finie a trajectoires depourvues de sauts positifs est conservee par le flot 
de l’equation de Burgers et Ctablissons un resultat d’existence et d’unicite 
de solutions de ce type. Nous explicitons enfin dans la derniere pat-tie 
les solutions dans le cas d’une condition initiale brownienne et donnons 
quelques proprieds de celles-ci. 

1. PRkLIMINAIRES PROBABILISTES 

On commence par preciser le cadre fonctionnel de l’etude qui permet 
de definir la notion de fonction caracteristique d’un processus aleatoire. 
On aborde ensuite les proprietes les plus importantes des processus a 
accroissements independants : decomposition de Levy-Khintchine et mesure 
de Levy. 

Les processus aleatoires consider& dans la suite sont des processus 
X = (X (~)),cn dont les trajectoires sont cadlag (i.e. sont continues a 
droite et possedent une limite a gauche en tout point). Si E designe 
l’ensemble des fonctions reelles d’une variable reelle qui sont cadlag, la loi 
d’un tel processus est la mesure image de la probabilite P sous-jacente par 
l’application X. E est muni de la tribu cylindrique C(E) engendree par 
les fonctions d’evaluation : C(E) = c~ ({u E E H u (x), :I: E W}), choix 
nature1 vis-a-vis du modele probabiliste. 11 est souvent essentiel dans la 
pratique que cette tribu coincide avec la tribu borelienne; ce qui n’est pas 
le cas ici lorsque la topologie de l’espace E est celle de la convergence 
uniforme (essentiellement car E est alors non separable). C’est pourquoi 
on munit cet espace de la metrique de la topologie de Skorokhod sur tout 
compact, definie comme suit : 

Vol. 15. Ilo 4-1998 



434 L. CARRARO ET J. DUCHON 

On note, pour r~ E N*, 

c&,={w : [-n, n] --f [-n; T~,]/w est bijective, w (-7~) = --TL. w (71) = 71). 

et si w E 12,, on pose : 

On dCfinit ensuite pour U, 9~ E E : 

d(u, II) = c 2-‘“Min(1, d,, (u. II)), 
,l 2 1 

Oti 

d,, (u, U) = Inf {E > O; 3 w E !A,,: llwlln 5 E. 

sup Iu (x) - Pi (w (%))I 2 &}. 
.ct[-a. II] 

On montre que muni de cette mCtrique, E est un espace polonais (voir 
Billingsley [2]); ce qui implique en particulier la coi’ncidence des tribus 
borklienne et cylindrique. 

On dksigne par M l’espace des mesures de Radon sur iT3, B support 
compact et par D le sous-espace vectoriel engendrk par les masses de 
Dirac. Dans la suite, pour simplifier l’kcriture, si X dksigne la mesure de 
Lebesgue sur Iw, on identifiera une fonction ‘u appartenant 2 I’espace 2) des 
fonctions de classe C” 2 support compact h la mesure 11.X et on Ccrira par 
exemple II(A), si A est un borklien de Iw. 

Avant d’indiquer la dualit naturelle entre E et h1, il est nkcessaire 
de rappeler quelques propriCtCs des fonctions de E. Ainsi, toute fonction 
de E est borklienne, localement bornCe et l’ensemble de ses points de 
discontinuitk est au plus dknombrable. Par suite, il est loisible de poser, 
pour u E E et u E M : 

(u, u) = I’ u (XT) dv (1:). 

L’application : u E E H (u, V) va nous intkresser particulikement dans 
ce qui suit. 11 est bon de noter que cette application n’est pas continue en 
gCn6ral (elle ne l’est pas lorsque v E D); d’oh l’intCr& du : 

LEMME 1. - (i) Si w E ID, u E E H (u, u) esr continue. 
(ii) Si u E M, il existe une suite (II,,), de fonctions de 2) telle que : 

Vu E E, (u, V) = lirn(u, v,) 

Vn, uu, (R) = v(R)” 
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Preuve. - (i) Si u,, ---f u, u, (x) -+ U(X) en tout point 5 de continuite 
de u (voir [2]). Cornme” de plus, la kite U, (z) est bomee uniformement 
(en x E Supp ‘u et TZ E N), on deduit du thtoreme de convergence dominee 
la convergence de (u,, TJ) vers (u, u). 

(ii) Fixons p E 2, telle que s p (XT) dn: = 1 et Suppp c R+ ; puis 
posons, pour r~ E N*, pn (x) = n p (TNT). 11 est alors clair que les fonctions 
‘u,, = pn * v sont elements de l’espace 27, et si u E E, on a : 

(u, %) =J 4-d / Pn(X-YY)dV(Y)dX 

= 
.I (.I 

u(x) pn (x - y) dx 
> 

dv (y). 

Le theoreme de Fubini est ici applicable par pTL et Y sont a support 
compact. 

De plus, par continuite a droite de u, 

J’ s +03 
u (4 pn (x - Y) dx = 

0 
u (Y + 2) in M dz -;I’ u (~1. 

Comme par ailleurs, 

Is ~~(x)~n(~-y)dll: <S~P{I~(~)I,~ESUPP~+S~PPP}E~~(I~I), 

le theorbme de convergence dominee s’applique et fournit le resultat. 0 
On deduit immediatement de ce lemme que pour toute mesure v de M, 

l’application : 

u E E H (u, U) 

est mesurable; ce qui permet de donner un sens a la : 

DEFINITION 1. - Soit p une probabilite’ sur E muni de la tribu C(E) ; on 
appelle fonction caracte’ristique de p l’application /I d&nie sur M par : 

(1) /Ii (ZI) = 
.I 

ei(u,u) d,u (,u). 
E 

Cette fonction determine la mesure p; plus precisement : 
LEMME 2. - Une probabilit.4 p sur (E, C(E)) est caractCrisCe par : 
(i) fi (v), pour v E D, 

ou par : 
(ii) fi (‘u), pour ‘u E D. 

Vol. 15, Ilo 4-1998 
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Preuve. - Le premier point est condquence de l’injectivitk de la 
transformation de Fourier des probabilitks sur R” (n E N*) et du thkorkme 
d’unicitt du prolongement d’une probabilitk du 7r-syst&me engendrC par les 
kvaluations u E E H ‘u (x), X: E R, B la tribu engendrke C(E). Le point (ii) 
est condquence immCdiate du point (i) et du point (ii) du lemme 1. q 

Nous ne considkrons dans ce qui suit que la loi des accroissements des 
processus CtudiCs; il faut pour cela donner quelques notations et rtsultats 
analogues A ce qui prC&de. 

On dkfinit tout d’abord la tribu C’ (E) = o ({u E E H 11, (x) - 
u (1~); 2. y E W)} engendrke par les accroissements et on note : 

MO = {u E M, u(R) = O}, Do = {u E D, u(R) = O}; 
23” = {II E D. ‘U(W) = O}. 

On peut remarquer que lorsque 11 E MO, l’application u E E H (u. V) est 
C’ (E)-mesurable ; ce qui permet de considkrer la fonction caractkristique 
d’une probabilitk /A sur (E, C’ (E)) comme une fonction dCfinie sur MO 
par la formule (1). Cette fonction mCrite toujours son nom puisque : 

LEMME 3. - Une probabihte’ ,U sur (E: C’(E)) est caractCrisCe par : 
(9 b(u), pour u E DO, 

ou par : 

(ii) b (‘u), pour ‘u E D>o. 

Preuve. - Identique B celle du lemme 2. 0 
Terminons ces prkliminaires fonctionnels en rappelant le r&&tat suivant, 

qui a trait St la diffkrentiabilid au sens de GSteaux de la fonction 
caractkristique b : 

LEMME 4. - Soit p une probabilite’ sur (E, C(E)). Alors, b est de classe 
C2 sur M si et seulement si Q Y E M, J 1 (u, II) I2 dp (11) < fee ; dans ce 
cas, si V, ~1, 112 sont e’ltfments de M, on a : 

(2) ~“/qq+ Vl) = - /( u, ~1) (u, 4) exp(i (u, 4) db (7~). 

Preuve. - L’implication (V v E M, J’ I(u, v)/” dp (u) < +CO + fi est de 
classe C2) est immkdiate. L’implication inverse rksulte de la considkration, 
pour v E M, de la probabilitk CL, image de ,U par l’application : 
u E E H (u, v). Comme by est de classe C2, on a JR t2 d,u, (t) < +oo; 
c’est-h-dire J I( u, u)I” dfi(u) < +CO. Cl 

Andes de I’htitut Henri Poincur6! Analyse non IinCaire 
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Remarquons que ce lemme reste valable pour une probabilite p sur 
(E, C’ (E)) a condition de s’interesser a la differentiabilite de /I sur 
l’espace Ma. 

Avant d’aborder les notions fondamentales concernant les processus 
a accroissements independants, il est bon de donner l’interpretation 
probabiliste des precedentes notions. 

On appellera processus aleatoire a trajectoires dans E toute application 
mesurable X : (0, F) -+ (E, C(E)) ; la loi d’ un tel processus est alors la 
mesure image de la probabilite P sur .F par l’application X. En d’autres 
termes, si p est cette loi, on a : 

VB E C(E), P(X E B) = p(B). 
De faGon analogue, la loi des accroissements du processus X est la trace 

de la probabilite ,LL sur la tribu C’ (E). Les lemmes 2 et 3 donnent alors des 
caracterisations de la loi du processus ou de ses accroissements. 

DEFINITION 2. - (i) Un processus X = (X (x)),~R est dit 21 
accroissements indbpendants (en abrkge’ PAZ) si pour tout ~1 E N (‘n > 3) 
et tous 21 < x2 < . . . < x, les variables akatoires X (x2) - X (xl), 
x (x3) - x (x2). . .) X (xTL) - X (~~-1) sont indkpendantes. 

(ii) Le PAIX = (X (x)),~R est dit & accroissements indbpendants et 
homogtines (en abr&e’PAIH) sipour tous x < y, les variables X (y)-X (J’) 
et X (y - x) - X (0) ont me^me loi. 

(iii) Un processus X est un processus de Lhy (resp. de Le’vy homogdne) 
si X est un PAI (resp. PAIH), h trajectoires duns E, et continu en probabilite’, 
i.e. ve’ri$ant : 

\JE > 0, p (IX (Y) - x (4 > &I ,-++” 0. 

Si X = (X (z))~~R est un processus de Levy homogene, sa fonction 
caracteristique admet une expression simple. On a en effet, pour y > :I; 
et 20 E Iw : 

(3) E bp {iw (X (Y) - X (4Hl = exp{(y - 4 $ (w)>, 
ou II, : W --+ C est continue et verifie 4 (0) = 0. Cette derniere fonction, 
appelee exposant de Levy, est definie de fac;on unique par X (ou plus 
exactement par la loi des accroissements de X), on notera done $J = $s. 
Notons que reciproquement, la donnee de la fonction T+!J determine la loi 
des accroissements du processus X puisque la formule (3) se generalise 
au cas des mesures de Ma en : 

(4) V v E A&, /Ii (v) = exp Cs $ (u (LX? +4)) dx . > 
Vol. 15, no 4.1998. 
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Cette fonction T) admet une decomposition, dite de Levy-Khintchine, qui 
est le reflet de la decomposition du processus X en somme de ses sauts 
et d’un processus a trajectoires continues. 

De facon precise, notons, pour A E I3 (R x R*) et w E f2 : 

N (A) (w) = Card {(x: s) E R’ x R*, X (z) (w) - X (K) (w) = s} 

et 

A (A) = E [N (A)]. 

PROPOSITION-DEFINITION. - (i) N, appelee mesure des sauts du processus 
X, est une mesure de Poisson aleatoire d’intensite A, i.e.: 

l VA E B (IR x W”), N (A) < +oo + N (A) est une variable aleatoire de 
Poisson d ‘espe’rance A (A). 
l Pour presque tout w, N (.) ( ) w es une mesure positive localement $nie t 
sur R x iR*. 
l Pour toute suite Al, . . . . A,,, de parties disjointes de I? (R x W”), les 
variables aleatoires N (AI). . . . , N (ATL) sont independantes. 

(ii) A est une mesure positive sur R x W*, produit de la mesure de Lebesgue 
sur R’ par une mesure, not&e TL et appelee mesure de L&y du processus 
X, sur R* qui ve’ri$e : 

I 
min(s2, 1) r~ (ds) < +cm. 

. R- 

TH~ORBME DE PAUL L&Y ([I], [4]). - Soit X un processus de Levy 
homogbne et N sa mesure des sauts. Alors, si :c < y, on a : 

+ 
/’ 

s N ([cc, y], ds) 
. Isl>l 

+ 
I s {N (b:, ~1, ds) - (Y - x) n (ds)I. . , ,,<1 

b 

02 a > 0, 6 E R et B est un processus dont la loi est celle du mouvement 
brownien standard. 

De plus, les processus B et X - B sont independants. 
Notons seulement a propos de cette decomposition que l’expression 

attendue ne devrait a priori pas comporter d’integrale en n; l’apparition 
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de celle-ci est due aux problemes de convergence de l’integrale en N au 
voisinage de 0 (i.e. au cumul de petits sauts). 

11 decoule simplement de cette decomposition la forme de l’exposant de 
Levy du processus X : 

COROLLAIRE 1. - Sous les hypothkes pr&c&dentes, on a la formule de 
L&y-Khintchine : 

+ s Vu’ - 1 - isw) n (ds) 
1~151 

Remarquons que cette Ccriture caracterise les exposants de Levy des 
processus de Levy homogenes au sens ou si II, : IF! --+ 63 verifie (6), il existe 
un processus de Levy X dont T/J est l’exposant. 

Les processus que nous considerons par la suite seront toujours de carre 
integrable; d’ou 1’intCrCt du : 

LEMME 5. - Soit X un processus de L&y homo&e de mesure de L&y 
n; alors : 

v’z < y, X(y) - X(x) E L2 e 
I 

s2 n (ds) < +cm. 
* w- 

Dans la suite, lorsque la condition du lemme 5 est satisfaite, on parlera 
pour simplifier de processus de Levy homogene de variance finie. Dans 
ce cas, du fait des proprietts d’integrabilite de la mesure n, la formule de 
Levy-Khintchine se simplifie : 

COROLLAIRE 2. - Soit $ l’exposant de L&y d’un processus de L&y 
homogbne de variance Jinie ; alors : 

(7) ?/J(W) = -;w2+Gw+/ (eiSW - 1 - ,isw) n (ds) 
R’ 

LEMME 6. - Soit 4 : R --f C. qb est l’exposant de L&y d’un processus 
de L.&y homogbne de variance jinie si et seulement si $ (0) = 0, $ est de 
classe C2 et --$I” est dkjinie positive. 

Preuve. - Soit X un processus de Levy homoglne, on sait que $,s 
verifie *$x- (0) = 0. Si de plus X est de variance finie, la condition 
Jk* s2 n (ds) < +oo permet d’appliquer le theoreme de derivabilite sous 
le signe integral ; on montre ainsi que $J,X est de classe C2 et que 

Vol. 15, no 4.1998 
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-I/J; (w) = u2 + Jn- el*(‘: s2 n (ds). La fonction -V/I:, transformee de 
Fourier de la mesure positive finie m (ds) = (I,~ So (ds) + s2 ‘~1 (ks), est 
done definie positive. 

Reciproquement, si 4) satisfait les conditions du lemme, le theoreme 
de Bochner fournit I’existence d’une mesure rn sur Iw dont -T/I” est la 
transformee de Fourier. En isolant la masse eventuelle de 11, en 0, on peut 
toujours ecrire : 

7rt, (ds) = a2 6” (ds) + s2 n (ds), 

oti rz est une mesure positive sur Iw* telle que J,< s2 72 (ds) < +x. 
En integrant deux fois l’equation : 

-$” (w) = a,2 + 1 eisu 2 77, (ds), 

on obtient immediatement l’identitt ;$, oti 6 = -Z$J’ (0). 0 

2. SOLUTIONS STATISTIQUES INTRINSkQUES 

CommenGons par Ctablir formellement la notion de solution statistique. 
Si X0 est un processus aleatoire et si X(t, z) est la solution de l’equation 
de Burgers au temps t, a l’abscisse z avec condition initiale Xa, la famille 
(X (t; z))t2a,zcEn est un processus aleatoire a deux indices t et :c. Nous 
allons voir qu’alors, la loi du processus X(t) defini par X(t)(z) = X (t, :K) 
suit une equation d’evolution simple. Une telle approche ne permettra 
Cvidemment pas d’obtenir des renseignements probabilistes du type loi 
conjointe des processus X(s) et X(t) en des instants distincts s et t mais 
est susceptible d’aider a la connaissance des lois des processus X(t), t > 0. 

En raisonnant done de fagon formelle, nous obtenons a partir de l’equation 
de Burgers non visqueuse l’equation, valable pour toute fonction ‘TI de D : 

a, x (t, lx) ‘u (x) dz exp (i (X (t. .), u)) dP (w) 

u (3~) dz exp (i(X (t. .), ,v)) dP (w), 

soit : 

/’ ~ i g exp (i (X (t, .), v)) dP (w) 
= ss i X (t, x)” ‘u’ (x) dz exp (i(X (t, .), v)) dP (w), 

R R2 
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soit encore, en notant 1~~ la loi du processus X(t) : 

d’ou : 

441 

DEFINITION 3. - Une solution statistique de Z’kquation de Burgers est une 
fumille (P~)~~O de probabilitks sur (E) C(E)) vkrijiant : 

(8) vv E D, &Ii&) =is,(g2, d)exp(i(u, w))d/+) 

Comme nous l’avons vu plus ham, la probabilite bien connue dans le 
cas d’un processus de Levy est la loi des accroissements du processus. Or, 
si ‘u E Do, j& (II) est bien definie par la trace de pt sur C’(E) mais par 
contre, l’application : u E E H ($ u2, w’) exp (i (u, v)) n’est pas C’(E) - 
mesurable. Ce qui va nous mener a modifier la definition. 

Pour u E E, nous designerons, pour (L < b, par (~)~,b la moyenne de 
la fonction u sur l’intervalle [a, b] : 

DEFINITION 4. - Une solution statistique intrinskque de l’kquation de 
Burgers est une famille (~~)~>o de probabilith sur (E, C’(E)) vtrijiunt : 

b-da, 

L ( f (u - (u),,b)2, ?I’) exp(i (u, v)) dpt (‘u) 

Notons au passage que la definition precedente est coherente car 
la fonction : u E E H (+ (U - (U),,b)2, 21’) exp (i (u, ?I)) est C’(E)- 
mesurable. 

Comme nous l’annoncions dans l’introduction, il est important de noter, a 
l’appui de notre definition, le rapport entre les deux definitions prectdentes. 

Rappelons pour cela qu’un processus X = (X (z)),,n a trajectoires 
dans E est un processus homogene si pour tout y E W, les processus 
x (X (~)LER et (X (z + ~))~~n sont de mCme loi. 

Vol. 15, no 4.1998. 
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PROPOSITION 1. - Soit X un processus homog&e, dont le moment d ‘ordre 2 
est jini, on n : 

(10) lim 1. CL’--03 
bi+CE 

Preuve. - En developpant le carre du terme de gauche de la formule 
(lo), il suffit de montrer que : 

oil : 

A (a> b) + B(n, b) --f 0: (l---ix, 
bi+m 

(11) A (a> b) = 
.I 

(‘&,b ( IL, 71’) exp(i (u, u)) dp (u) 

(12) B (a, b) = 
J 

’ (u)f,, (1, rj’) exp(i (11, 71)) dp (u). 

Comme u est a support compact, il est evident que le terme B(a, b) 
est nul; il suffit done de s’indresser a A(a, b). Or, d’apres le theoreme 
ergodique, si 3 designe la sous-tribu de C(E) des Cvenements invariants 
par translation, on a : 

oti E (./J) designe l’esperance conditionelle relativement a la sous-tribu 
3 et oti la convergence a lieu presque sfirement et dans L2 (p). 

Par ailleurs, la finitude du moment d’ordre 2 indique que l’application : 
‘u H (u, 71’) appartient a L2 (fi) ; par suite, 

A@, 6) --+ 
.I’ 

E (u (0)/J) (u, u’) exp (i (u, u)) dp (u). a--c=2 
b-+m 

11 suffit done de voir, pour achever la preuve, que cette expression limite, 
notee A, est nulle. Comme E est un espace polonais, il existe une version 
reguliere de la loi conditionnelle de u par rapport a E (U (0)/J) = y. En 
notant ,u~ cette loi conditionnelle et v la loi de E (U (0) /3), on a done : 

A= 
ss 

R E (u, 4 exp (i (u, u)> &, (,u> dv (Y) 
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Or la probabilitk pLy est la loi d’un processus homogkne (et ergodique) 
dont le moment d’ordre 2 est fini. La conclusion sera done acquise si l’on 
montre que pour toute loi ,LAO d’un processus homogkne de variance finie, 
on a : 

(13) .I’ (u, 21’) exp (;(u, v)) dbo (u) = 0. 
E 

La preuve formelle de cette identit6 est tr&s simple : si, pour II E 27, on 
considbe I’application T : XT E R H /I& (T, ‘u), O~TI 7z dtsigne la translation 
par 5, la dCrivCe de cette application est donnCe par la formule : 

T’ (z) = i 
s 

(u, r, v’) exp (i (2~, T~ v)) dp~g (u). 
E 

En particulier, si le processus considCr6 est homogkne, I’application T 
est constante et sa dCrivte en 0 est done nulle ; ce qui foumit (13). 

Pour justifier la dkrivation pr&kdente, on utilise 1’inCgalitC 1 exp (ia) - 
1 - ini 5 $, valable pour a rCe1. Elle foumit ici, pour h # 0 : 

/( U, Th ‘u - u) exp (i (‘% u)) &O (u) 
.E > 

et l’hypothbse faite sur ~0, i.e. SE ‘u. (z)” dpo (u) < +oo, montre que cette 
demi&re quantitC tend vers 0 lorsque h tend vers 0. Une demibe utilisation 
de cette mCme hypothkse montre enfin que : 

.I( 1 
i u, ?I (7-h II - 21) 

> 
eilu>‘) dp0 (u) 

E 

hzo 
s 

E (u, 7~‘) ei (“t 4 &LO (u) ; 

ce qui termine la preuve. Cl 

3. SOLUTIONS STATISTIQUES 
INTRINSBQUES ET PROCESSUS DE LtiVY 

Le rksultat qui suit montre de quelle fagon la famille des processus de 
L&y est conservke par le flot de 1’Cquation de Burgers. 

T&OF&ME 1. - Soit (X(t); t > 0) une famille de processus de Levy 
homog2nes. On d&s&e par pt la loi des accroissement de X(t) et on note 
II, (t, .) 1 ‘exposant de L&y du processus X(t). On suppose que : 
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l (HI) Pour tout t 2 0, T/I (t, .) est de classe C*. 
l (H2) Pour tout Gel w, $ (. . 711) est de’rivable et &I/J est localement born&e. 

Alors, la famille (,LL~)*>~ est solution statistique intrinsPque de l’e’quation 
de Burgers si et seulement si : 

(14) &7/Q = iq!laa,7/i’. 

Notons, avant d’aborder la dkmonstration de ce rksultat, que, en vertu 
du lemme 6, supposer la condition (Hl) satisfaite revient B considkrer que 
pour tout t 2 0, le PAIH X(t) est de variance finie. 

Preuve. - Nous poserons pour simplifier les Ccritures, pour ‘II E 230 
et z E R, w (3~) = 21 ([z, +w[). Commengons par expliciter le terme 
de gauche de I’identitC (9) : on fixe pour cela 0 < to < tl. Pour tout 
rt?el z, la fonction : t ~10, +OO[H T/J (t, 71) (x)) est dkrivable. De plus, 
l’hypothkse (H2) indique que la fonction a,$ est bomCe sur le compact 
[to, tl] x w (Suppv) et le thCorbme de derivation sous le signe intCgra1 
foumit ainsi, pour t appartenant B ]to, tl[ : 

: J’ $(t, w(x))dx = / &t,b(t; w(x))dx. 
at 

Cette formule, like B la relation (4), donne alors : 

(15) g j& (u) = j& (u) A 
/ 

a,$ (4 w (x)1 dx. 

L’Cvaluation du terme de droite de (9) est beaucoup plus dklicate ; nous 
utiliserons pour cela le : 

LEMME 7. - Soit X un processus de L&y homogtne d’exposant de L&y 
y’, de classe C2. Alors, j2 est deux fois diffkrentiable sur AI0 et, VI/, ~1, 
24 E Iv&J: 

(16) @(v)(v~) = (/ v&, +c+$(v([X, +C++(V). 

={J Ul ([XT +4 v2 ([x, +4) $” (u ([x, +c4> 

+ (s ~1 (b, +4) $' (u b, +d)) dx > 
X (J ~2 ([xc, +m[) 4’ (u [x, +m[)) dx 

>) 
@ (4. 
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Preuve. - La formule (4) montre que pour obtenir (16) on est amene a 
Ctudier la derivabilite en 0 de la fonction : 

Or, lorsque h appartient a un voisinage compact de 0, comme I/! est 
bornee sur tout compact, on a : 

La formule (16) est alors une consequence immediate du theoreme de 
derivabilite sous le signe integral et de l’identite (4). 

Le mCme raisonnement est valable pour obtenir (17) ; il suffit de 
considerer dans ce cas l’application : 

a h, E W H 
J 

VI ([T +m[) 4’ (u (b, +4> + hv2 ([T +m[)) dz 

qui, du fait que $” est localement bornee, est derivable en 0. 0 

Fin de la preuve du thkor2me 1. - Nous noterons desormais p = & 1 [a, by 
et utiliserons dans la demonstration qui suit uniquement le fait que lorsque 
u -+ --oo et b -+ $-co, les probabilites p. X convergent faiblement vers 0. 

l?valuons, pour ‘u Clement de Da, le terme de droite de (9) c’est-a-dire : 

(18) A (p) = i L (f (u - (u, P))“, u’) exp(i (w 71)) dpt (u). 

Nous allons appliquer le theoreme de Fubini; notons pour cela la 
majoration, valable pour tout reel x : 

(19) 

I M lsuppv (xl (44 - (% P))“. 

De plus, en utilisant le lemme 4, on a : 

s 
(u (~1 - (u> P))” Gt (u) = -02 tit (0) (vz,p ~,p), 

E 

oa uz, p est la mesure d (vz, p) (y) = dS, (y) - p (y) dy. 
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La relation (17) fournit alors : 

/’ (u (xl - (F PH” dPt (u) = - / uz,p ([?A +c# a:> $ (t, 0) dy 
.E 

2 

- 

(./ 
ux, P ([Y, +=a &I: $ (k 0) dy 

> 

<- - 
.I 

us,p ([Y, +4j2 a:, li l (6 0) dy. 

Or, Iv~,~ ([Y> +412 1K (Yh 06 K = Suppp U Suppv. Par suite, 

(20) s (u (4 - (~7 P)>” dpt (~1 5 -4X (W 8: II, (6 0). 
E 

On dCduit de (19) et (20) que la fonction : 

(x, u) H f (u(x) - (u, P>)” 71’ (x) w (i(u, w)) 

est dX @ dpt- intkgrable et le thCorbme de Fubini mbne B : 

( 21, G. p)2 exp(i (u, u)) dpt (u) 
> 

w’ (x) dx, 

soit encore, en utilisant B nouveau le lemme 4 : 

A (p) = -; J’ D2 jit (u) (Y~,~ v,,~) ZI’ (x) dx. 

L’utilisation de la relation (17) permet d’aboutir B : 

(21) 

avec : 

A (P> = fit (4 (B (64 + c (PN! 

(22) B(p) = -; 
S(.i 

uz,p ([Y, +d2 8: 4 (6 w (Y)) & 
> 

w’ (x) dx 

(23) C(P) = -; / (1 G,,([Y, +c+L$Qt, w(y))dy)2,ur(x)dx 
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Explicitons tout d’abord B (p) : 

soit, aprks intkgration par parties (les termes tout intkgrks s’hanouissent 
du fait que u est ClCment de D) : 

i 
-- 

SU 

+C= 2 

2 z 
P (4 dz 8; II, (6 w (~1) 71 (x) dz 

Mais comme p (W) = 1, on a : 

Aprh avoir not6 que aiII,(t, w (XT)) v (ST) = -& &,,$ (t, w (XC)), on 
intkgre une deuxibme fois par parties; nous obtenons ainsi : 

- 
[(.I 

32 
--oo Pbw - 

.I 

fo3 
P (~1 dz 

z > 

1 
+03 x v%A(t, 44) -%Jll,(t, 0)) . 

Comme la fonction : 5 H 8, $ (t, w(z)) - a,$ (t, ,;“est continue et 
nulle 21 l’infinie, la convergence faible de p vers 0 montre que : 

(24) B (PI + 0. 
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En ce qui concerne le terme C (p), le pro&d6 est analogue B celui utilisC 
pour B (p) ; la formule (23) mbne B : . 

c(P)=-; J I (:Ly u’ (x) dz, 

oii : 

On obtient alors par intkgration par parties : 

C(p) = i .I’ I(x) I’ (x) ‘lJ (x) d:c. 

Or, 

done C(p) = Z s I(x) &, $ (t, w(x)) %r (2~) dx. 
De plus, a,, 111 (t, w (z)) TI (2) = -& $ (t, w (z)) ; comme par ailleurs, 

la fonction T/J (t, w (.)) tend vers 0 B l’infini, on obtient aprks une nouvelle 
integration par parties : 

’ C(p) = % 
.I 

I’ (x) t,b (t, w (x)) dz, 

soit : 

(25) C(p) =i 
J’ 

&,q!~(t, w(x))$Qt, w(x))dx. 

En conclusion, les formules (15), (18), (21), (24) et (25) montrent que la 
famille (~~)~>o est solution statistique intrinskque de l’kquation de Burgers 
si et seulement si : 

(26) QwED); 

.I 
8, qb (t, w (x)) dx = i 

.I’ 
d, v.,G (t, w (x)) IJ (t, w (x)) dx. 
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Nous terminerons la demonstration a l’aide du : 

LEMME 8. - Soit f : W -+ 43 bore’lienne, localement borne’e, telle que 
f(0) = 0 ; alors : 

f =OHVwwE, 
s 

f (w (x)) dx = 0. 

Preuve. - Fixons un reel non nul 20; nous supposerons w > 0 pour fixer 
les idees. Pour E > 0, on construit w, Clement de 23 tel que : 

SUPPWC = [O, 11 

On a alors : 

w, (x) = w si 2 E [c, 1 - E] 
vx E w, w,(x) E [O: w] 

0 = J’ f (WC (x>> dx = (1 - a&) f (4 + J,.,.,~ 
E> 

1l f (w (xl) dx. 

Si on note M la bomee superieure de If] sur l’intervalle [0, w], on 
obtient : 

Is 
[O,Elll[l- 

E, 
1l f(WWdX 5 2&f&. 

Le resultat du lemme en decoule. q 
On acheve la preuve du theoreme en appliquant le lemme a la fonction 

f = 8, $ - i $8, I), qui s’annule en 0. Cl 
Notons que le theoreme precedent ne donne ni l’existence, ni l’unicite 

de solution statistiques intrinsbques de l’equation de Burgers et que les 
conditions d’entropie de Lax ne sont pas prises en compte. Dans notre 
contexte, ces conditions imposent B la solution de l’equation de Burgers 
d’avoir des sauts tous negatifs. Nous allons done considerer maintenant des 
processus de Levy homogbnes de variance finie a sauts negatifs. 

4. SOLUTIONS STATISTIQUES INTRINSkQUES 
ET PROCESSUS DE LtiVY A SAUTS NkGATIFS 

Nous allons donner tout d’abord tres succintement les proprietes des 
processus de Levy 21 sauts negatifs qui seront utiles dans la suite. Avant 
tout, il convient de bien noter que ce que nous appelons processus 21 sauts 
negatifs n’impose pas au processus consider6 d’avoir des sauts mais lui 
interdit d’avoir des sauts positifs. 
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Rappelons que la mesure de Levy d’un processus de Levy de variance 
finie a sauts negatifs verifie la condition : 

J s2 'IL (ds) < +cc l-w. O[ 
et permet d’tcrire la formule de Levy-Khintchine sous la forme : 

g(u?)=-;w+iiw+ J- (ei""-~-isw)n(cis) 
l-m, 01 

Dans ce cas, en posant, pour w E II+ = {w E C, Re (w) > 0) : 

2 

(27) p (w) = 4 w2 + i, w + J (P - 1 - SW) n (ds) 
l-3 (4 

on definit une fonction analytique sur II+ qui se prolonge contintiment 
B II+, et : 

CW t) (w) = cp (iw), si w E R. 

Nous appelerons dans ce qui suit second exposant de LCvy du processus 
X la restriction de la fonction cp a W+ (cp est appele exposant de Laplace 
dans [l]). 

LEMME 9. - La loi des accroissements d’un processus de Levy homogbne 
de variancejnie a sauts negatfs X est de’terminee par son second exposant. 

Preuve. - Si ‘p est connue sur Iw,, elle l’est Cgalement sur II+ par 
prolongement analytique, puis sur II+ par prolongement par continuite. 
La formule (28) montre alors que II, est Cgalement connue ; ce qui suffit 
pour determiner la loi des accroissements de X d’apres la formule (4) 
et le lemme 3. Reciproquement, la donnee de $ determine, en vertu du 
principe de symetrie de Schwarz, la fonction cp sur II+, done en particulier 
sur W+. 0 

Le precedent resultat d’injectivite est complete par le lemme suivant, qui 
a trait a la surjectivite : 

LEMME 10. - Une fonction cp : Iw+ + W est le second exposant de Levy 
d’un processus de Levy homogtne de variance$nie et a sauts negatifs si et 
seulement si cp est de classe C” sur IO, +co[, de classe C2 sur [0, +30[, 
cp (0) = 0, et p” est complbtement monotone. 

Preuve. - Nous ne la reproduisons pas; elle est t&s analogue a celle 
du lemme 6. Rappelons seulement qu’une fonction f : W+ -+ BB est 
completement monotone si elle est de la forme : 
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oti rrl est une mesure positive finie sur BB-. 
Le thCo&me de Bernstein caracttrise cette classe de fonctions par la 

condition nkcessaire et suffisante : 
f est continue sur Iw+, de classe C” sur 10, +c~[ et vkrifie : 

v’n E N, (-1)‘” f (n) > 0. cl 
Remarquons que le rksultat du lemme 9 peut Cgalement Ctre Ctabli A l’aide 

de la formule suivante, valable pour toute fonction w positive, appartenant 
ii D: 

.I E 
e(“)“‘) dp (u) = E [exp( (X, w’))] = exp (1 cp (w (2~)) i) 

Cette formule permet en effet de connaitre la loi h de X sur (E, C’(E)). 
11 suffit pour cela d’ktablir un lemme analogue au lemme 3, qui utilise la 
transformation de Laplace au lieu de la transformation de Fourier. 

Terminons ces prkliminaires en Cvoquant le cas des processus de LCvy 
de variance finie, A sauts nkgatifs et dont les trajectoires sont ?I variation 
borrke sur tow les compacts de Iw ; nous dirons pour simplifier qu’ils sont 
h variation bornke. Nous les rencontrerons comme solutions de l’kquation 
de Burgers. 11s sont caractCrisCs par une forme nouvelle de la formule de 
L&y-Khintchine (27) : 

(2% $0 (w) = bw + 
s 

I- 
03, 

o[ (esu - 1) r~ (ds), 

.I 
max(lsj, s2) 12 (ds) < +cx 

l-c=,O[ 
qui traduit au mieux la dkcomposition du processus X en somme de ses 
sauts : 

(30) x (y) - x (x) = b (y - x) + 
s 

s N ([T WI> ds) 
1-F O[ 

Cette formule permet Cgalement une interprktation simple du coefficient 
b : il s’agit d’un coefficient de dCrive (linkaire). 

TH~OR~ME 2. - Soit (X(t); t 2 0) une famille de processus de L&y 
homogtkes de variance jinie et d sauts n.kgatifs. On dksigne par put la loi 
des accroissements de X(t) et on note ‘p (t, .) le second exposant de L&y 
du processus X(t). On suppose que : 
l (H’2) Pour tout w 2 0, cp (. , w) est de’rivable et &(p est localement bornke. 
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Alors, la famille (pt) tyo est solution statistique intrinsbque de i’equation 
de Burgers si et seulement si p est solution de 1 ‘equation de Burgers : 

(31) 
{ 

&cp+cp&cp=0 
t > 0. w > 0 

Preuve. - Nous ne la reproduisons pas ; il suffit de repeter la preuve du 
theoreme 1 en remplasant chaque fois que de besoin la transformation de 
Fourier par celle de Laplace. 0 

Nous allons terminer cette section avec un dernier theoreme qui 
donne l’existence et l’unicite de telles solutions statistiques intrindques 
a accroissements i&pendants et homogenes a sauts negatifs (i.e. verifiant 
les conditions d’entropie). 

THI?OR%ME 3. - Soit cpo le second exposant de Levy d ‘un processus de Levy 
homogbne de variancejnie et a sauts negatifs de loi po. On suppose que : 

053) ‘Pb (0) L 0. 

I1 existe alors une unique solution cp a l’equation de Burgers (31) avec 
condition initiale cpo. De plus, pour tout t > 0, la fonction (o (t! .) est le 
second exposant de Levy d’un processus de Levy homogene de variance 
finie, a sauts negatifs, a variation born&e, de loi pt. 

En&, la famille (P~)~>o est l’unique solution statistique intrinseque de 
/‘equation de Burgers for-mee de processus de Levy homogtnes de variance 
jinie, a sauts negatifs, vtrifiant (H/2), avec condition initiale po. 

Remarque. - La condition (H3) signifie que le processus de Levy X(0) 
de loi bho verifie E (X (0) (y) - X (0) (z)) > 0, pour :y > :c; elle fournit 
la non explosion de la solution en temps fini. 

Preuve. - Deja, du fait que cpz est positive et que p& (0) > 0, on en deduit 
que la fonction 9; est positive. Par suite, pour tout t > 0, la fonction : 

(32) wER+~W+t(Po(W)ER+ 

est une bijection et un C”-diffeomorphisme de IO, +co[ sur IO, +cc[; on 
notera l’application reciproque h (t, .). On en deduit aisement l’existence 
et l’unicite d’une solution (reguliere) a l’equation (31) : elle est donnee 
par la formule : 

(33) ‘p (L w + tcpo (WI) = 90 (w), 
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soit : 

(34) cp (6 w> = PO (h (4 WI>. 
Montrons maintenant que cp (t, .) est le second exposant de Levy d’un 

processus de Levy homogene de variance finie et a sauts negatifs : il suffit, 
en vertu du lemme 10, de verifier que cp est de classe C* sur [O: +30[ et 
que 8: cp (t, .) est completement monotone. 

On tire deja de la formule (33) les deux identites : 

(35) 

(36) 

adcp(t, w+t’Po(w)) = ‘Pb (w) 
1+t’Pb(w) 

a; cp (t, w + tcpo (w)) = cpb’ c-4 
(1 + t ‘Pb (w))” . 

On en deduit immtdiatement que ‘p est de classe C2 sur [0, +oo[ et 
que 82 cp est positive. Pour Ctablir la complete monotonie de 82 cp nous 
utiliserons la caracterisation de Bernstein donnee au lemme 10. 11 s’agit de 
prouver par recurrence que : 

(37) v’n > 2, (-l)‘“d,” p > 0. 

La propriete est vrai a l’ordre 2; supposons-la satisfaite pour les entiers 
compris entre 2 et n - 1. En derivant n. fois (par rapport a la variable w) 
l’equation (31), on obtient : 

soit, a l’aide de la formule de Leibniz : 

L’hypothese de recurrence montre alors que : 

(-1)‘“[d,d,“cp+p13,“+1 p+(n+l)&,Qp] 20. 

Appliquons cette inegalite en (t, w + t cpo (w)) ; en utilisant la relation 
(33), on aboutit a : 

g[(-l)” ix cp (h w + t PO (w))l 
+ (n + 1) a, $0 (t, w + t cpo (w))(-1)” a; cp (t. w + t cpo (w)) > 0. 
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c’est-A-dire B une inCgalitt diffkrentielle de la forme 2 + ,f~ 2 0 (ici, 
f= 6). Compte tenu de la condition initiale u (0) > 0, on en dCduit 
que pour t”out t, ‘u (t) > 0 ; autrement dit (-1)” a; cp (t, w + t cpo (w)) > 0. 
Ce qui suffit B Ctablir la compkte monotonie de p”. 

11 nous reste B voir que l’hypothkse (H’2) est satisfaite et que les 
trajectoires du processus de loi /lt sent, pour t > 0, B variation bomCe. 

Pour obtenir (H/2), il suffit de vkrifier que cp 8d cp est localement bornke. 
Or, 

cpad P (4 w) = PO (h (t3 WI) ‘Pb (lb (6 WI) 
1 + t cp:, (h (t. w)) ; 

le resultat en dkcoule. 

11 reste A voir que le processus de L&y associC A cp (t, .) est A variation 
borrke. Now utiliserons pour cela le critkre donnt par Bertoin ([l], p. 192) : 
il suffit d’Ctablir que l’on a : 

r cp (6 WI < +oo 
d-+00 W 

Or, en effectuant le changement de variables w t--+ h (t, w), on vkrifie 
facilement que : 

r vJ (6 w) - lim cpo (h (4 ~1) = lirn 90 (4 &<+cq 
C‘J--t+CX W lL++CXZ W “J++-Jw+tpo(w) t 

ce qui achkve la preuve. q 
Tirons quelques conskquences faciles de ce thborkme. 

COROLLAIRE 3. - Sous les conditions d’application du thkorkme 3, si pour 
tout t > 0, cp (t, .) admet la de’composition de Lkvy-Khintchine (29) de la 
forme : 

‘p (t, w) = bt w + s (Y - 1) nt (ds) 
1-F 01 

Alors, pour t > 0, le coeficient de derive bt est don&par les formules : 

bt = i si X (0) n’est pas Li variation born&e 

(38) 
bo bt = ~ 

l+tbo 
si X (0) est ci variation born&e, 

de coeficient de d&rive bo 

Annaks de I’lnstitut Hrnri Poincar6 - Analyse non h&ire 



BQUATIONS DE BURGERS AVEC CONDITIONS INITIALES 455 

Nous utiliserons pour la demonstration le lemme tres Clementaire suivant : 

LEMME 11. - Si la decomposition de Levy-Khintchine du second exposant 
de Levy d’un processus de Levy homogbne de variance firtie, a sauts negatifs, 
a variation bornee est de la forme : 

p(w) = bw + 
J 

(esw - 1) n (ds), 
I-w,O[ 

alors, le coejficient de derive b est don& par : b = ,l~~ cp’ (w). 

Preuve du corollaire 3. - 11 s’agit de determiner la limite en +cc de la 
derivee 8, cp (t, w), laquelle concide, en vertu de la formule (35) avec : 

‘Pb (h (4 4) 
1 + 94 (h (4 WI> 

Or h (t, .) tend vers +cc en -too et la fonction cpk est croissante, done 
a une limite la en +cc. Ainsi, 

10 bt = - 
l+tlo 

De plus, d’apres la decomposition (27) de cpo, on a : 

cpb(w) =a;w+io+ 
J 

(esw - 1) s no (ds) 
I-m,O[ 

d’ou l’on deduit facilement que lo = CJ~ cc + i. - h-,,or s no (ds). 
Le resultat annonce est alors Ctabli si l’on remarque de plus que lorsque 

X(0) est a variation bornee, on a : 

bo = 60 - 
J 

sno(ds). 0 
l--M, O[ 

'THBORGME 4. - On se place dans les conditions d’application du 
theoreme 3 et on note X(t) le processus de Levy associe’ au second exposant 
cp (t, .). Alors, avec uneprobabilite’ 1, la fonction x H X (t) (z) est derivable 
presque partout, de derivee bt donnee par la formule (38). 

Afin de demontrer ce theoreme, rappelons le resultat suivant : 

PROPOSITION 2 ([4], p. 3 16). - Soit X un processus de Levy homogene 
de variance jinie et a sauts negatifs, de second exposant de Levy :‘p (w) = 
.I&, o[ VW - 1) 72 (W 

Alors, 

P lim x (x> - x (O) 
a---co X 
b-i+cc 

Vol. 15, no 4-1998 



456 L. CARRARO ET .I. DUCHON 

qui admet comme corollaire immkdiat : 

COROLLAIRE 4. - Soit X un processus de L&y homogbne de variancejinie 
et & sauts nkgatifs, de second exposant de L&y :‘p (w) = bw+&-m,o[ (P - 
1) ‘II (ds). 

Alors, avec probabilite’ 1, la fonction : z H X (z) est de’rivable presque 
partout, de d&-iv&e b. 

Le theoreme 4 est done une simple consequence des corollaires 3 et 4. 

5. LA CONDITION INITIALE BROWNIENNE 

Cette condition initiale a CtC particulierement CtudiCe par Sinai [8] en 
utilisant la transformation de Hopf-Cole. De facon precise, il examine le 
cas ou la condition initiale X(0) verifie : 

(39) 
C 

X (0) (x) = 0 si 3: < 0 
X (0) (x) = B (x) si :I: > 0 

oti B est un mouvement brownien standard. 
Rappelons tres rapidement en quoi consiste la methode de Hopf-Cole. 

L’equation de Burgers visqueuse : 

8, x + a,, ( > 
:X2 =&gX 

est resolue explicitement en faisant le changement X = -2~ y car la 
fonction Y verifie alors l’equation de la chaleur. La solution de l’equation 
non visqueuse est obtenue en faisant tendre le parametre E de viscosite vets 
0 ; ce qui met en ceuvre une methode de Laplace. La solution s’exprime a 
l’aide de la transformee de Legendre de la primitive de la condition initiale 
a laquelle est ajoutee une derive lineaire. 

Pour la condition initiale (39), Sinai est done men6 a Ctudier l’enveloppe 
convexe de la primitive du mouvement brownien avec derive lineaire. 11 
obtient notamment l’analogue de notre theoreme 4, avec comme derivee i. 

Nous allons examiner ce mCme cas particulier en choisissant plutot une 
condition initiale brownienne sur Iw. 

La condition initiale brownienne correspond au cas ou cpo (w) = $ w*. 
11 est alors facile de resoudre explicitement l’equation (31) a l’aide de la 
formule (34); on obtient ainsi : 

(40) p (t: w) = 
1+a2wt-J1+2a2wt 

CL2 t2 
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La dkcomposition de L&y-Khintchine (29) de la fonction cp est de la 
forme : 

p (t, w) = bt w + 
J’ 

(esw - 1) nt (ds) 
l-m, O[ 

et on sait d6jA avec la proposition 2, que b, = $. Des calculs ClCmentaires 
mknent 2 : 

a2 0 

az 'p (b W) = (1 + za2 tw)“/2 = .I 
m zrla 

--co ewu am exp 
( > 

~ 1 
2 a2 t 

et la mesure de L&y nt est done don&e par : 

nt (ds) = 
1 

a&GF1s13/2 

Notons pour terminer qu’il est Cgalement possible d’expliciter la densit 
des accroissements X (t) (CC + h) - X (t) (z) : on obtient en effet aprks 
inversion de la transformation de Laplace donnCe par la formule (40) : 

(41) P(X) (t (x + h) - X(t) (z) E du) 

h 
= 1l-cc 31 C”) a&$i 

U2 1 1 
x exp - 

2 a2 t (h/t - u) (h/t - u)3/2 
du 
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