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¢ Partie 2 (23 mars) :

+* RKHS et régularisation, exemples.

* Le noyau reproduisant et ses interprétations.
+ Discrépance et RKHS

* Propagation d'incertitudes et RKHS
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¢ Partie 2 (23 mars) :
+* RKHS et réqgularisation, exemples.
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RKHS et regularisation

¢ Théoreme (Kimerldorf et Wahba 1970 ?)

Soit H un RKHS de noyau K. Le minimum du
critere C, défini par :

C(f) = Ly, f(x ZD X)) +A[£] 2
est obtenu pour une fonctlon f de la forme ;
= Zﬁj K
i=1

L. Carraro, X. Bay, O. Roustant
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Exemples

= = =m = EmEmEEEEEEE == =

¢ Splines lineaires en dim 1 :
> D(y, 2) = (y - 2)? III‘HIfI = | f(x)?*dx
0

+ Solution: f(x)= OH-Z B,min(x,x,) = 0(+Z [31.(x—xl.)Jr
¢ Splines cubiques en dim 1 :
* D(y, 2) = (y - 2)? III‘HIfI = | £""(x)*dx
0

* Solution: f(x)= 0<o+0<1x+z 3l.(x—x,.)i
i=1
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Exemples
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¢ Splines additives endim d :
* D(y, 2) = (y - 2)°

+ Fonctions de la forme :

f=o(+211 ¢ (X))
R ||ﬂ|;=;f fi(x)dt; = ;f b (x;)
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Exemples
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¢ Splines plagues minces en dim 2 :
* D(y, 2) = (y - 2)°

’ ||f]|12{=ff[fll(XllX2)2+2le(X1,X2)2+f22(XLX2)2]Xm dx,

+ Solution : a,+a,x,+,x,+ D, B.K(x,x,)
i=1

K(x,y) = G(x-y), ou G(x) = |yl Log|l
+ Remarque : K n'est pas définie positive !
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Exemples
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¢ Ridge regression :

* D(y, z) = (y — 2)?
+ f=X(x)B

~ X(x) =(1 x,...x,;) ou autre polynbme

1 R : RBF

= X(X) =

X—X
1= R|[|—I
O

P
v A2 =2
Jj=
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Exemples
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¢ SVM en régression :
+ D(y, z) = V_(y - z) avec V_(u)=(|u|-€)

|u|>e

+ Critere de régularité = un des criteres précédents...

¢ SVM en classification :
+ cas de deux classes codées par -1 et 1
+» Ly, z) = (1-yz),
+ Critere de régularité = idem SVM en régression
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¢ Partie 2 (23 mars) :

L 4
* Le noyau reproduisant et ses interprétations.
4
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Les « normes » sur H
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¢ «norme» la plus courante :
IIfIIIi = [[P(x,D)f](x)dx

R
P(x,.) est un polyndme en d variables (a coefficients
non constants en général)

D est I'opérateur de différentiation

P(.,D) est un opérateur différentiel
¢ Splines plagues minces :

P(x,u) = Plu) = u'+2u, u,+ 1,

o° o° o°
P(D) = +2 +
(D) axf 0Xx,0X, aX§

L. Carraro, X. Bay, O. Roustant
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Le noyau K comme
fonction de Green

Si P(D)* est I'adjoint dans L? de P(D) :

(f,K,)y = f(x) = (f,P(D) P(D)K,),

X

Par suite,
P(D)P(D)K, = &

X X

K est donc la fonction de Green de |'opérateur différentiel
P(D)* P(D), c'est-a-dire :

La solution de P(D)" P(D) f = u est donnée par
flx) = (u,K,),. = | K(x,y)u(y)dy
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Le noyau K comme
fonction de Green

¢ Splines en dimension 1
* Splines linéaires
P(D)* P(D) f = - f"
K.(y)={x=y)

* Splines cubiques
P(D)* P(D) f = - f4

K. (y)=(x=y)

3
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le noyau K - vision fréquentielle

¢ Rappel sur Fourier

flg) = [ e ™" f(t) dt

R?

P(D)f (£) = P(i§)f (€)
deP(iE)IZIf( effde = (2m) flf )’dx , Plancherel

¢ Norme

1712 = 1/2m)* [ |PUg)FIFE) de

L. Carraro, X. Bay, O. Roustant
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le noyau K - vision fréquentielle

¢ Le noyau K
Posons R(g) = 1/|P(ig)]
Alors K(x,y) = R(x-y)
¢ Splinesendim 1 :
linéaires : P(D) f = f' et P(i€) = ig

R(g) = 1/¢°
cubiques : P(D) f = f" et P(ig) = (i¢)?
R(g) = 1/g*
L. Carraro, X. Bay, O. Roustant _E . gﬁf}f-{nfu;ﬁ Ffl|[ M ]
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Le noyau K comme covariance

= = = = EmEmEEEEE === = =

Soit Z = (Z(x)), un PG centre de covariance K

On note H de RKHS associé et H, I'e.v. fermé (dans L*(P))
engendré par {Z(x), x}.

Notons que :
E(Z(x) Z(9) = (Z(x),Z(3)) pp = K (x,¥) = (K, K,),
L'application : H, - H
Z — K.

se prolonge en une isometrie de H, sur H.
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RKHS et krigeage
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¢ Théoreme (Duchon, Matheron...)
Soit z, = f(x,)+¢,, ou € v.a.iid N(0,0°)

ou f est la réalisation d'un PG stationnaire centré de
covariance K.

Alors, siA =o’/K(0), la solution f, du probléme :
Min C(f), ot C(f) = L(zf(x)) = X (z~f(x))"+A|f]?
f

vérifie :  f,(x)= E(Z(x)/Z(x,)=z)
Remarque :

Cas d'une tendance avec loi a priori impropre
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¢ Partie 2 (23 mars) :

+
v
+ Discrépance et RKHS
+

2
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Rappel sur discrépance
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¢ Cas de la dimension 1

On approxime l'intégrale

u= | f(x)dx
0
par une moyenne sur un plan P={x,,...,x_} :
L1y
=2 flx
ni-g

Inégalités précisant la convergence :
lu—ial < D(P) ¢ (f)

exemple : discrépance infinie et ®(f) = variation de f

IJ Ecole Nationale
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Discrépance et erreur de
modele (Hickernell)
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On part du modele :
z.=g(x,)+e., ou & vaiid N(0,0°)

1

g est dans un RKHS et vérifie
g(x)=pu+h(x),avec E_( fh

On estime p sur le plan P par:

i' Ecole T"-.L[]ﬂt‘l le
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discrépance et erreur de modele
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Ecart quadratique :

Elli-uf]= Lilgr + 2

L(g)=L,(h)= <h,n>,ou n(x)= [ K (y)(A=2,)(dy)

X

Théoreme (Hickernell) :
2

Ella-ul|= D(P) I+

ou D(P)= | | K(x,y)(A,=2)(dx)(A,—A)(dy)
Remarque : ¢ £
D(P)=A,=A] *,
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Commentaires
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¢ Interprétation probabiliste

¢ Cas X=[0,1]9 et A uniforme :

+* K = covariance du drap brownien
+* D(P) = statistique de Cramer Von Mises :

f [F )] dx
¢ Cas d 2
Voir illustration
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¢ Partie 2 (23 mars) :

* Propagation d'incertitudes et RKHS
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Propagation d'incertitudes
(Carraro...)
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X est aléatoire, quelle est la loi de z(x) ?
¢ MCV optimalité :
modéle : z(x) = X (x)B+¢(x), ot e(x)v.a.iid. N(0,0°)
Données : plan P {x,i-1.n} et observations {z,i-1..n}
app(x)=X(x)[A3+n(x), ot n(x)v.a.iid N(0,0°)
Pour connaitre la loi de z(x), on utilise la loi de zapp(x)

modele approché : z

Propriéteés :
E|z,,(x)| = Elz(x)

Var zapp(x)) > Var|z(x))

IJ Ecole Nationale
L. Carraro, X. Bay, O. Roustant ‘“*LII SEFINE LL.b:til,. 3



Mascot Num - 22/23 mars 07 27/

Propagation d'incertitudes
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Critere de choix du plan P :
D(P) = Var Zapp(X)) — Var|z(x),

D(P)=c*|m"(X'X) " 'm+Trl(X ' X)'T)

FCCH D optimal

.
=i "'-n- "'5'.! o
s Al
Podoq |
N PV e Y
: L————E—M L -‘t- Ecole T"'-"I.Tlﬂl'l.lll._-
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Extension avec erreur de
modele
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modéle : z(x) = X (x)B + h(x) + €(x), ou £(x)v.a.iid. N(0,0°)

Avec h appartenant a un RKHS formé de fonctions
« orthogonales » aux X(x).

Critere contenant:
un terme de biais

un terme de variance

une pondération entre les deux dépendant de :

A= O

Il % + o
H

Ecole Nationale
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lllustration (Hickernell)
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X(x) B =B, + B, X, +B, X,
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