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PLAN

¢ Approximation et interpolation
¢ Splines cubiques en 1D

¢ Krigeage

¢ Des noyaux

¢ Eléments de comparaison
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Splines et krigeage

Approximation et interpolationﬁ L. Carraro - 12 juin 07
Splines cubiques en 1D . - " .

Krigeage Approximation/interpolation

Des noyaux

Eléments de comparaison

—

Estimation non paramétrique :
données = couples (x; y;) pour 1< i=n

modele : )
v, = g(x;)+¢&;, ou &; est un bruit de variance o

estimation de g ?
-2 log L(f) « (1/¢%) 2, |yi— )
=1
Probleme mal posé :
* Pénaliser
* Informations a priori
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Splines cubiques en 1D 4 ; "
Krigeage RegU|arlsat|On
Des noyaux

Eléments de comparaison

—

Fonction de colt pénalisée :
critere a minimiser :
C(g) = L(Y,g(X)) + A J(g)
+ ] est une fonctionnelle mesurant la réqgularité de g
* X\ est un parametre de lissage
» LY, g(X) = X |y—g(x)f
=1
Plus généralement,

» L(Y,g(X)) = -2 log L(g), ou L(Y,g(X)) = >, D(y, gl
i=1

D mesure une distance entre y, et g(x))
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Splines cubiques en 1D

oaas Cas limites

Des noyaux
Eléments de comparaison

@ A\ @ +00 Min jilNJGAgC@»

J(@)=0 j=1

Souvent, {qg, J(g) = 0} est de dim finie

ll* régression linéaire

aAN— 0 Min J(g)

g(Xj>:yJ'

sl interpolation

Ecole Nationale
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Splines cubiques en 1D <= ' .
Kfigeage ; Sp|lﬂeS CUquueS
Des noyaux

Eléments de comparaison

g:10,1|-R
Clg) = ;(yl—mxj)) +A [ g"(x) dx

Solution de la forme (calcul des variations) :

g?\('x) — 32\( _I_ﬁA x T Z‘X )
4
K est la fonction de Green de |'opérateur %
hi !

IJ Ecnl: T"-.L[]nt‘l le
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spines aubiquesen D#= Gplution complete

Des noyaux
Eléments de comparaison

g,(x) =@)+ﬁ%@)ﬂ@

Espace nul Noyau

En écriture matricielle :

(0)
B(1)

=

g(x) = f(x)B+k(x)x,et f(x)=(1 x),BZ( etc...
. G=(g(x)..glx,)) =FB+K«

et f K'"(x—x,)K"(x—x;)dx=K(x,—x;) (K fonction de Green)
0

C(g) = Cla,B) = (Y-FB—Kx)'"(Y-FB—Kax)+Ax'K

]'] Ecole T"-.thlnt'l i1le
b
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Splines cubiques en 1D 4=

Krigeuge Un peu de calcul...

Des noyaux
Eléments de comparaison

—

B fixé, argminC (o, B) donne x(B) = (K+2\Ia’)_1(Y—F[3)

D'ou I'expression (Spline) :
g.(x) = f(x)B+k(x)|K+Ald) |[Y—Fp

B = [F’[[d—K(KH[dHF]_IF’lld—K(KJer)_l]Y

Cas limites :

‘m>

= K'Y~
B = {F'K_IF}_IF K 'y

i' Ecole Nationale
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Splines cubiques en 1D 4=

P Remarqgues
Des noyaux

Eléments de comparaison

@ Résultats matriciels généraux

+ Rble clé du noyau K et de la formule :

<K<'_xi>|f> — f(xi>
soit (K(.—x)If) = f(x)

hEspaces de Hilbert a noyau reproduisant (RKHS)
» Criteres pénalisés généraux : solutions de
la forme :
glx) = f(x)B+k(x)x
» Cas de colts non quadratiques :

systeme non linéaire en « et .
-n Ecole Nationale
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Splines cubiques en 1D
Krigeage <=m

Des noyaux Principes du krigeage

Eléments de comparaison

—

» Pénalisation probabiliste

On donne un poids a toutes les fonctions, selon
leur régularité.

Utilisation de processus gaussiens == poids
déterminé par :
*»Espérance: E(g(x)) = f(x)B
*» Covariance: cov(g(x),g(y)) = K(x,y)
NB :

souvent, K(x,y) = K(x—y)et o2=K(0)

Ecole Nationale
Supéricure des Mines
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Approximation et interpolation
Splines cubiques en 1D

Krigeage <=m

Des noyaux PrinCipeS du krigeage

Eléments de comparaison

Splines et krigeage

L. Carraro - 12 juin 07

—

» Modele probabiliste des observations

Y; = g(x,)+¢;, ole, estun bruit de variance o

» Estimation de g en connaissant les vy,

Détermination de la loi conditionnelle du

processus (g(x)) sachanty

E|g(x)!Y |est donnée par 'expression (Spline)

avec A =0?2/o0?
e g

Théoreme (Duchon, Matheron, Wahba...)
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Splines cubiques en 1D
Krigeage <=m

Des noyaux Re Ma rq ues

Eléments de comparaison

—

@ Pas de preuve « satisfaisante »
» Le noyau K est le méme !
@ Qutil pivot = RKHS

+ Cas des splines cubiques :

Le processus associé au noyau K est la
primitive du mouvement brownien

+ Cas général :

Notions de semi-RKHS et de processus
intrinseques

i' Ecole Nationale
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Splines cubiques en 1D
Krigeage

Do e e Propriétés du noyau K

Eléments de comparaison

—

o K est défini positif (ou conditionnellement
d.p.) :
Va=(a,)eR", Z Z a,a,K(x,y)=0

et = 0 ssi ZaxKx = 0
» K détermine :

+ les fonctions de base stockées dans k(x)
+ vision spline : la pénalisation
+ vision krigeage : la réqgularité du processus

Ecole Nationale
Supérieure des Mines
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Splines cubiques en 1D
Krigeage

Do e e Propriétés du noyau K

Eléments de comparaison

—

» Pénalisations du type :
lgll? = | [P(x,D)gl(x)" dx

R
P(x,.) est un polynOme en d variables (a coefficients
non constants en général)

D est I'opérateur de différentiation
P(.,D) est un opérateur différentiel

* Le noyau K est |la fonction de Green de
I'opérateur :

P(.,D)* P(.,D)

IJ Ecnl: T"-.L[]ﬂt‘l le
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Approximation et interpolation
Splines cubiques en 1D
Krigeage

Des noyaux

Eléments de comparaison 4=mm

Splines et krigeage
L. Carraro - 12 juin 07

Splines

—

@ Splines = vision fonctionnelle
* propriétés de convergence

» terme f(x)P souvent implicite, et négligé
* noyau découlant d'une norme
* noyau hon paramétré car norme

« standard

»

* erreur commise de forme simple (norme)
* lien avec krigeage via les RKHS

15/18
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Splines cubiques en 1D

D X Krigeage

Eléments de comparaison 4=mm

G ———
@ Krigeage = vision probabiliste
* pas de propriétés de convergence
» terme f(x)PB explicite, mais souvent négligé
* noyau explicite et paramétré
* grand intérét pratique

+ difficultés d'estimation
* mélange de modeles (approche bayésienne)

* erreur commise sous forme de loi de proba
* lien avec splines via les RKHS

Ecole Nationale
Supéricure des Mines
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