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novembre 10

telecom Préambule :
Proba. conditionnelle & indéependance

« Exemple
Q = {population francaise}, 3= g (Q), P=proba. uniforme
A = {gagner plus de 30k€ / an}
B = {étre une femme}

On choisit au hasard uniformément un individu dans Q.
Quelle est la probabilité pour qu’il gagne plus de 30 k€ ?

Sachant qu’il s’agit d'une femme, quelle est la probabilité
pour qu'il (elle) gagne plus de 30kE€ ?
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telecom Préambule :
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Proba. conditionnelle & indéependance

* Propriété / définition
Soit B un événement de probabilité non nulle. Alors :
L’application A -> P(ANB) /P(B) est une probabilité sur B

Vocabulaire : c’est la probabilité conditionnelle de A sachant B
Notation : P(A | B)
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telecom Préambule :

Proba. conditionnelle & indéependance

« Deéfinition / propriété - Indépendance
A et B sont indéependants ssi P(A|B)=P(A) ssi P(B|A)=P(B)
ssi P(ANB)=P(A)P(B)

Remarques :
« Symeétrie dans la notion d’'indépendance
« La derniere équivalence est valable si P(A)=0 ou P(B)=0

« Exemple
« Avec 1de : A ={6 au 1¢ lancer}, B={6 au second lancer}
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Lol de Bernoulli — loi binomiale

» Une variable aleatoire X prend deux valeurs
possibles codees par O et 1. Loi de X ?
Sip=P(X=1), alors P(X=0) = 1-p
C'est la loi de Bernoulli B(p)

> Situation tres courante :
= sondages d'opinion
= confréle de qualité

= présence ou absence (ex : spams parmiles mails,
maladie parmi une population,...)
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Lol binomiale

» X est une v.a. de loi binomiale B(n,p) si :
= nEN,peE]0.1]

= Pour k€{0,1,...,n}
P(X=k=C,p"(1-p)""

> X est le nombre de succes lorsque |'on
repete n expériences de Bernouilli B(p),

independantes :
= X=X, + ..+ X,
= Oou les v.a. X; sont independantes, de loi B(p)
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__Loi binomiale B(10,0.15)

diagramme en batons de la loi binomiale B(10,0.15)
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__Loi binomiale B(20,0.15)

diagramme en batons de la loi binomiale B(20,0.15)
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L oi binomiale B(100,0.15)

probabilité

F(x)

0.4

1 e n

n ¢

0.08

0.04

0.00

0.8

0.0

diagramme en batons de la loi binomiale B(100,0.15)

@®
] ol [P

- (o]

1 Tﬂ

[
0 20 40 60 80 100

fonction de répartition de la loi binomiale B(100,0.15)

| o‘
o
o
1 °
°
] °
h o
AJ
T | | | | |
0 20 40 60 80 100

novembre 10

11



novembre 10

Lol binomiale B(20,0.5)

diagramme en batons de la loi binomiale B(20,0.5)
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Lol de Poisson

> N suit la loi de Poisson P(A) si :

= A>0 )\.n
= PournEN P(N =n) =e_l—'
n.
» En pratique, N mesure un nombre aleatoire
non limite :

= nombre d'appels a un standard téléphonique
» nombre de désintégrations d’'atomes radioactifs
= nombre d’'emails recus

> La loi de Poisson est la loi des telecoms !
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Loi de Poisson P(0.6)

diagramme en batons de la loi de Poisson P(0.6)
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Loi de Poisson P(1)

diagramme en batons de la loi de Poisson P(1)
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Lol de Poisson P(3.2)

diagramme en batons de la loi de Poisson P(3.2)
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Lol de Poisson P(9.7)

diagramme en batons de la loi de Poisson P(9.7)

& 079
o (0}
2 o | ?
£ oS 4
g ° _
S
t - T T
8 4 0 0 O ¢ T T T ? Q@ 0 0 0 o
o | I | [ [
0 5 10 15 20
X
fonction de répartition de la loi de Poisson P(9.7)
— o« 90—
o | —
o [ S—
—~~ - *—
X
L < | o
o *—
— h
o—
© | o oo o
© | | | | |
0 5 10 15 20

Probas-Stats 1A . 17



novembre 10

aint-E o tienne

Loi exponentielle

» X suit la loi exponentielle E(A) si :

" A>0 .
» Xestdedensité: fy(x)=Ae " six=0

» En pratique, X mesure un temps d’attente
avant |‘arrivée d'un phénomene :
= arrivee d'un autobus

= qrrivée d'un client, d’'un email

= arrivée d'une désintégration dans une substance
radioqctive

> Loi liee a la loi de Poisson (cf. TD)

Probas-Stats 1A 18



telecom

cccccc

S aint - E

novembre 10

Loi exponentielle E(0.4)

Probas-Stats 1A
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Loi exponentielle E(4.6)
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Pourquoi simuler ?

Un cas d’école
Soit U uniforme sur [-1,1]. Calculer :

e P(U?<05)7?
e Etca:P(2*cos(U%+1)*atan(exp(U))<0.5)7?

Avec 10.000 simulations

[
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Pourquoi simuler ?

Un cas réel...

Conception d’'un véhicule : Probabilité que lors d’'un crash test
frontal, le recul des pedales depasse 15 cm ?

Thank’s to Renault
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Comment simuler ?

« Faisons I'hnypothése qu’'un ordinateur peut simuler un
nombre uniformément® entre 0 et 1. Comment faire pour
simuler un nombre issu d’'une loi de probabilite fixee ?

 En termes mathématiques -
* On dispose d'une v.a. U de loi uniforme sur Q=[0,1].

« Soit une loi y définie par sa fonction de répartition F.
Peut-on construire a partir de U une variable aléatoire X
tel que Fy = F ? (Fy : fonction de repartition de X)

* On parle de générateur pseudo-aléatoires, qui se basent
par ex. sur des relations de congruences.
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Premiers exemples en discret

« Loi de Bernoulli B(p) [pile ou face]
Résoudre le probleme précédent pour la loi B(p) sur {0,1}

U P 1
" . ——) X < )
0 1-p

1 ?

« (Généralisation et interprétation
» (Géneéraliser a une loi discrete de support fini {a,, ..., a,}.
* Interpreter le résultat graphiqguement au moyen de F
Indication : sur quel axe représenter U(w) ?
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Lol binomiale

> Procedé geéneral pour une loi discrete :
» Simulation d'une loi discrete
Nécessite de connaitre toutes les sommes :

q
Fy(q) = Y CE p* (1= p)"™*, pour g €{0,1,...,n}
k=0

couUteux si n est grand

> Procede ad hoc

= Simuler Uy,..., U, indépendantes, uniformes sur [0,1]
» Poser X,=1siU <petOsinon
» Poser enfin X=X,+...+X,
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Simulation d’une loi continue

» Procedé general, analogue au procede

discret :
= Onveutsimuler Xde fr. F

= On suppose F continue et strictement croissante
= Soit U une v.a. uniforme sur [0, 1]

= On pose X =FI1(U)

Preuve :

P(F'(U)=x) = P(USF(x)) = F(x)

» Exemple de la loi exponentielle E(A)
= On pose: 1
X =710g(l—U)
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X=F-1(U)
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Loi exponentielle

Loi exponentielle E(1) Loi exponentielle E(1)
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